8. gyakorlat
Linearis leképezések, sajatérték, sajatvektor

1. Az A: Vi — V; linedris leképezésrdl tudjuk, hogy teljesiil rd az aldbbi két feltétel:
(a) Tetszoleges 7 elem képe linedrisan Gsszefliggd.
(b) Tetsz8leges 8 linedrisan fiiggetlen V;-beli elem kozott van olyan, amelyiknek a képe nem 0.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor dim V; < 13. (ZH, 2003. december 2.)

2. Legyen V a sikvektorok szokasos vektortere és 3. Keresd meg a az alabbi matrix minden sajatértékét
AV — V az a linearis transzformdcié, amely min- és sajatvektorat!
den v vektorhoz az x tengelyre vett tiikorképét rendeli. 11
Hatarozd meg A minden sajatértékét és sajatvektorat! ( _3 5 )

4. Keresd meg az aldbbi métrix Gsszes 5. Legyen V a sikvektorok szokasos vektortere. Hatarozd
sajatértékét és a legnagyobb sajatértékhez meg V aldbbi linedris transzformacidinak sajatértékeit,
tartozé Osszes sajatvektort is! sajatvektorait!

(a) az a leképezés, amely minden vektorhoz a 0-t ren-
00 0 deli;
3 4 1 (b) az a leképezés, amely az (x, y) vektorhoz az (z+vy, 0)
vektort rendeli;
6 2 5 e [
(c) az origo koriili +90°-os forgatas.

6. Tegyiik fel, hogy az A : V + V linedris transzformaciénak a A = —1 sajatértéke. Igaz-e, hogy a A = —1 az A>
transzformécionak is sajatértéke? (ZH, 2007. november 28.)

7. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy 8. Tekintsiik a legfeljebb harmadfoku, valds egytitthatos
az alabbi A matrixnak a 0 sajitértéke legyen! polinomokat (azaz axz® + bx? + cx + d alakd kife-
A kapott métrixnak keressiik meg a jezéseket, ahol a,b,c,d, € R). FEzeket értelemszeriien
tobbi sajatértékét is és a legnagyobb sajatértékhez 0ssze tudjuk adni, vagy meg tudjuk szorozni egy valds
adjuk meg a sajatalteret! (ZH, 2002. december 5.) szammal. fgy egy V vektorteret kapunk (ezt érdemes

ellendrizni). Mutasd meg, hogy az aldbbi A : V — V
fiiggvények linedris transzformaciok és hatdrozd meg az
0 1 2 Osszes sajatértékiiket és sajatvektorukat! Minden poli-
A= L0 -2 nomnak feleltessiik meg
0 p 4 (a) a derivaltjat;
(b) a derivaltjanak z-szeresét.

9. Legyen A lineéris transzformécié egy 2006 dimenzids V' vektortéren és legyen A az A leképezésnek egy B bazisban
felirt matrixa. Bizonyitsuk be, hogy ha dim Im .4 = 2000, akkor det A = 0 teljestil! (ZH, 2006. janudr 6.)

10. Legyen A olyan négyzetes matrix, amelynek nincs valds sajatértéke. Bizonyitsuk be, hogy
(a) A-nak létezik inverze; (b) A~l-nek sincs valds sajatértéke.

11. Az aldbbi A métrixrdl és v vektorrdl tudjuk, hogy 12. Legyen V tetszOleges (legaldbb 1, de véges dimenzids)
v sajatvektora A-nak. vektortér és A : V +— V linedris transzformécié. Bi-
(a) Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét! zonyitsuk be, hogy ha Im. A4 C Ker. A teljesiil, akkor
(b) Hatdrozzuk meg A egy sajatértékét! A-nak a 0 sajatértéke. (ZH, 2002. december 20.)

1 2 3 P
A=1 0 ¢ 6 L u= 1 13. Tekintsiik azt a linedris transzformaciét, amely a
1 -2 _1 B -1 négydimenziés tér bazisvektorait ciklikusan egymésba
viszi a4t. Mik ennek a transzforméacionak a sajatértékei
és sajatvektorai?
14. Melyek azok a véges dimenzids valés V' vektorterek, melyeken 1étezik olyan A : V +— V linedris transzformacio,

amelyre dim Ker A = 2 dimIm A teljesiil? (ZH, 2007. november 28.)



