11. gyakorlat
Elem rendje, ciklikus csoport, részcsoport, izomorfia

. Ertelmezziik az egész szamok Z halmazén az a x b = a + b + 1 képlettel megadott miiveletet (ldasd Kilencedik

gyakorlat 1/d feladat). Bizonyitsd be, hogy a (Z,*) csoport izomorf a (Z,+) csoporttal, ahol + a szokésos
Osszeadast jeloli.

Dontsd el, hogy az aldbbi H részhalmazok részcsoportot alkotnak-e a megfele6 G csoportban:

(a) G a komplex szdmok halmaza a szokdsos Osszeaddssal, H a valés szdmok halmaza,;

(b) G a komplex szdmok halmaza a szokdsos szorzéassal, H az egységnyi abszolut értékii komplex szdmok halmaza;
(¢) G az egész szamok halmaza a szokdsos Osszeaddssal, H a hdrommal egy maradékot ad6 egészek halmaza.

Allapitsuk meg, hogy az alabbi két csoport izomorf-e egymassal:
(a) a mod 4 maradékosztélyok a mod 4 6sszeaddssal
(b) a mod 8 redukélt maradékosztélyok a mod 8 szorzdssal.

. Hatarozd meg a Dg diédercsoportban az alabbi elemek rendjét!

fas foo - t1 foo fi3s

Egy csoport rendje 81 és van olyan eleme, melynek 27. hatvanya nem az egységelem. Bizonyitsuk be, hogy a
csoport kommutativ!

A G csoport g € G elemére o(g) = 10. Mennyi o(g?) értéke?

A H halmaz alljon az Gsszes olyan rendezett szampérbdl, amelynek az elsé tagja egész szdm, a masodik tagja 0
vagy 1. (Azaz: H = {(a,b)|la € Z,b € {0,1}}.) Ertelmezziik H-n a @ miiveletet a kovetkez6képpen:

(a1,b1) ® (az,b2) = (a1 + az, (b1 + b2) mod 2).

Azaz: a szamparokat tagonként 6sszeadjuk és az eredmény masodik tagjanak 2-es maradékat vessziik. Példdul:
7,1)® (12,1) = (19,0).)

a) Bizonyitsuk be, hogy H csoportot alkot a @ miiveletre nézve!

b) Milyen rendii elemek fordulnak el6 H-ban?

¢) Ciklikus csoport-e H?
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Legyen H és K egy G csoport két véges részcsoportja, melyekre teljesiil, hogy Inko(|H|, |K]|) = 1, vagyis H és
K rendje relativ primek. Mutassuk meg, hogy ekkor H N K = {e}, ahol e a G csoport egységeleme. (ZH, 2004.
aprilis 29.)

A valés szdmsorozatok halmaza csoportot alkot a szamsorozatok dsszeaddsdra, mint miiveletre nézve (ezt konny
ellendrizni). Dontsd el, hogy az alabbi részhalmazok részcsoportot alkotnak-e ebben a csoportban?

(a) a konvergens szamsorozatok halmaza; (c) a korldtos szamsorozatok halmaza;

(b) a divergens szamsorozatok halmaza,; (d) a monoton névé szamsorozatok halmaza.

Legyen G csoport, H és K pedig G-nek részcsoportjai. Mutassuk meg, hogy H U K akkor és csak akkor
részcsoportja G-nek, ha vagy H C K, vagy K C H. (ZH, 2002. jdnius 4.)

Egy szabalyos 6tszog csicsait szdmozzuk meg az éramutaté jarasival ellenkezo6 iranyban 1-t6l 5-ig. Jeldlje ¢; az
i-edik cstcson, és a vele szemkozti oldal felezOpontjan atmend tengelyre valo tiikkrozést. Jelolje fro, fi44, fo16 €s
foss az Otszog kozéppontja korili, megfelel6 szogu forgatast. Végiil jelolje I az identitast. Végezd el a szabalyos
Otszog szimmetriacsoportjaban az alabbi miiveleteket!
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Igazold, hogy egy péaratlan rendii Abel-csoportban az Gsszes elem szorzata az egységelem.

Van-e olyan 20 elemii csoport, amelyben
a) van 5 rendii elem, de nincs 20 rendfi elem;
b) van 20 rendd elem, de nincs 5 rendii elem?
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a) Mik az egyes elemek rendjei a 12 rendii ciklikus csoportban?
b) Hény olyan eleme van a C,, ciklikus csoportnak, ami egymaga generélja a teljes C,, csoportot?



