9. gyakorlat
Ismétlés (kongruencia, Euler-Fermat); Miivelet, csoport

1. Dontsd el az alabbiakban megadott halmazokrdl és a rajtuk értelmezett miiveletekrol, hogy
(i) a miivelet asszociativ-e; (ii) van-e egységelem;

(iii) mely elemeknek van inverze; (iv) csoportot alkot-e a halmaz a miivelettel?

(a) a sikvektorok halmaza; a sikvektorok Gsszeadésa.

(b) egy tetszbleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok uniéja.

(c) egy tetszileges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok szimmetrikus differencidja. (Az A és
B halmazok szimmetrikus differencidja alatt definicié szerint az AAB = (A \ B) U (B '\ A) halmazt értjiik.)

(d) az egész szdmok Z halmaza; az a x b = a + b+ 1 képlettel megadott miivelet.

2. A $OOM halmazon az dbran megadott 3. Hatdrozd meg az aldbbi rajzok szimmetriacsoportjdt
miiveletet értelmezziik (pl. & x & = ). gy, hogy nevet adsz elemeiknek és felirod a miiveleti
(a) Mennyi ((d x ) X &) X (# x $)? tablat (egy tébldzatban minden elempérra megmon-
(b) Kommutativ-e ez a miivelet? dod, hogy mi a szorzatuk)! Mik az elemek rendjei?
Van-e egységelem? Mely elemeknek van inverze? Ciklikusak-e a csoportok?
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4. Mi az utolsé két szdmjegye az aldbbi szamoknak? (a) 4949 (b) 99! +1

5. Legyen G egy olyan csoport, amelyben minden elem négyzete (vagyis 6nmagaval vett szorzata) az egységelem.
Bizonyitsd be, hogy G Abel-csoport!

6. (a) Milyen szdmok allithatok el 20x + 51y alakban, ahol x és y egész szdmok?
(b) Milyen szdmok allithatok eld 170x + 51y alakban, ahol x és y egész szdmok?

7. Csoportot alkotnak-e a szokdasos szorzasra a valds és tiszta képzetes komplex szamok a 0 nélkiil, azaz csoport-e
(X,-),ahol X ={a € R:a #0}U{ai:0# ac R}, il - akomplex szdmokon értelmezett szokdsos szorzast
jeloli? (ZH, 2006. mé&jus 4.)

8. Bizonyitsd be, hogy csoportban mindig megoldhaté az a - * = b egyenlet! (Ez tehdt azt jelenti, hogy egy
tetsz6leges G csoport minden a és b eleméhez taldlhaté a csoportnak olyan x eleme, amelyre a - x = b teljesiil.)

9. Legyen H = {a,b,c,d,e, f,g,h} és 10. Dontsd el, hogy a megadott halmazok a rajtuk
értelmezziik a H halmazon a * miiveletet az értelmezett miivelettel csoportot alkotnak-e?
alabbi miveleti tabla szerint. (A tdblazat szerint (a) a (—1)-tél kilonbozd valdés szdmok halmaza; az
tehdt példaul axc=e és g« f = ¢.) axb=a-b+ a+ b képlettel megadott miivelet.
sla b c d e f g h (b) az n x n-es, 1 determindnsu (valés) méatrixok hal-
ald g e a ¢ h b f maza; a matrixszorzas.
blg d h b f e a ¢ (¢) az 5-tel nem oszthatd egész szamok halmaza; az
cle h a ¢ d b f g egész szamok szorzasa.
dia b ¢ d e f g h (d) az 5-tel nem oszthaté egész szdmok halmaza; az
elc f d e a g h b egész szdmok Osszeadasa.
flh e b f g a c d (e) paros szdmok, szokdsos Osszeadds,
g|b a f g h c d e (f) péros szamok, szokdsos szorzas,
hlf ¢ g h b d e a

(g) nemnegativ egész szdmok, szokdsos Osszeadds.
Dontsd el, hogy a H halmaz csoportot alkot-e a x

miiveletre nézve, ha azt mar tudjuk, hogy * asszociativ!

(Az asszociativitdst nagyon lasst volna ellendrizni.)



